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Table des matieres

Ce chapitre est consacré a ’algebre linéaire. Nous traiterons les espaces vectoriels.
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Définitions

B Définition 1.1.0.1 (Espace vectoriel)

Soit K un corps commutatif.
(E,+,-) est dit K-espace vectoriel (ou K-ev.) lorsque :

1. (E,+) est un groupe abélien.

2. - : K x E — E est une loi de composition externe (LCE), donc une application
vérifiant :

> VA peKYue E,(A+p) - u=Au+pu-u.
> VeKVYu,ve E.X-(u+v)=A-u+\-v.
> VA pueKVYue E,(Au)-u=A(u-u).

» Vue E,1-u=u.

A Attention

Il faut faire attention a ne pas confondre les notations + et - dans E et K.

® Propriété 1.1.0.1

Soit E un K-ev. Alors :
» Ve EVaeK a-x =0 < a=0gouz=_0g.

» Ve E,—1gx-z=—x.

Q Preuve

» Démonstration de la premiere propriété :

> Dans le sens indirect <= , Ox -z = (Ogx + Ox) - * = Og - © + Ok - x, donc
(OK.’L')+(—OKl'):(OKfL'—i‘OKiE)—i—(—OKZU),dOHCOE:OKZL‘

> OnaaussiVa € K, Op-aa =0p = 0 =0p-a = (0g+0g)-a = 0p-a+0g-«,
donc OE = OE Q.

> Dans le sens direct = ., on suppose que « - x = Og. Si a # O, alors

al-(a-z)=at 0g, donc lg - & = O, donc z = Op.

» Démonstration de la deuxieme propriété :
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> Ona—lg-z+z=(—1g+1k) -z =0k 2 =0pg, donc —1g - = —=.

® Remarque 1.1.0.1

1.

On déduit de la premiere et deuxieme propriété de la définition et de la deuxieme
propriété précédente que :

(a—p) z=a-z—F- x

Va,BEK,Vm,yEE,{
a-(r—y)=a-z—a-y

. Les éléments de E sont appelés des vecteurs, les éléments de K sont appelés des

scalaires.

Si K est un corps commutatif, alors K" avec n € N* est un K-ev avec les lois
de composition suivantes :

> Vu= (Up,...,U), 0= (V1,...,0,) EK" u+v="_(uy +v1,...,u, +vp).
> VA e K Vu=(up,...,up) EK" Aou=(Aug,...,\ up).

. Si E est un corps et K est un sous-corps commutatif de E, alors E est un K-ev

dont la loi de composition externe est la multiplication de E. Par exemple, C

est un R-ev.
KxE—E M\Nz)—» X z=\x

Si K est un corps commutatif et D est un ensemble non-vide, alors (K, +,-)
est un K-ev, avec :

{D%K
r+y:

t— x(t t
Vo, y € K2 VA € K, z(t) +y(t)
{D—>K
xZ .

t— A-x(t)
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Sous-espaces vectoriels

E Définition 2.2.0.2

Soit E un K-ev, et soit F' une partie de F.
On dit que F' est un sous-espace vectoriel (sous-ev.) de E lorsque F' est lui-méme un
K-ev pour les lois de composition induites par celles de E.

Caractérisation d’un sous-espace vectoriel

® Propriété 2.2.1.2 (Caractérisation d’un sous-espace vectoriel)

Soit £/ un K-ev, et soit F' une partie de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. F est un sous-ev. de F.
2. F#0, et pour tous z,y € Fet a,3 €K, onaar+ fy e F.

3. 0g € F, et pour tous z,y € F et A € K, on a Az +y € F (trés pratique pour
montrer que F est un sous-ev. de E).

Q Preuve
Pour démontrer ces équivalences, on va suivre un raisonnement circulaire classique
en montrant que (1) = (2), (2) = (3), et (3) = (1).
» Montrons que (1) = (2) :
> On a F est un K-ev., alors (F,+) est un groupe abélien, donc F' #.
ar € F

> Donc Vo, 5 € K, Vx,y € F, {
ByeF
> Donc ax + fy € F.
» Montrons que (2) = (3) :
> On sait que F # ().

> Donc poura=0=0g,ety=x€ F,onalg=0g-2+0x-x € F.
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2.1. Caractérisation d'un sous-espace vectoriel

> Donc Va3 quon fixe sur (1g, \) € K2 Vz,y € F, \x +y € F.
» Montrons que (3) = (1) :
> Op € F, et pour tous z,y € F,x —y € F (en prenant A = —1g).
Donc F' est un sous-groupe de (E, +).
Donc (F,+) est un groupe abélien.
On a pour x = Op, et pour tous \,y e Kx F,0g+ -y € F,donc -y € F.

Donc - est une loi de composition externe de F'.

v v Vv Vv V

Les propriétés de la loi de composition externe sont vérifiées dans F' car
elles sont vérifiées dans F.

> Donc F' est un K-ev.

» Soient £ un K-ev. et a € E'\ {0g}. L’ensemble K-a = {A-a | A € K} est appelé
la droite vectorielle engendrée par a, et est un sous-ev. de E.

> F={(x,y) € R? | zy = 0} n’est pas un sous-ev. de R? parce que (1,0) et (0, 1)
sont dans F, mais pas leur somme (1,1).

» Soit a = (ay,...,a,) € K" On pose H = {x = (x1,...,2,) € K" |
>, a;x; = 0}. Alors H est un sous-ev. de K", appelé I'hyperplan de K™ d’équa-
tion > a;x; = 0.

> On a bien H C K"
> Ona ), a; - 0Og =0k, donc Ox» € H.

> Soient = (z1,...,%,),y = (Y1,...,yn) € H, et X € K. Alors >0 a;(Ax; +
Yi) = A2y aiw; + Y ay; = Ok, done Ax +y € H.

Et on a bien >0 4 a;(Ax; +y;) = A0 azwi + Y0 aiy; = Ok, done Az +y €
H.

> Donc H est un sous-ev. de K.
» C"(I,K) est un sous-ev. de K'.
» K[X] est un sous-ev. de K.
» K, [X] est un sous-ev. de K[X].

® Propriété 2.2.1.3

Soit F un K-ev.

v

1. Si (F})ies est une famille de sous-ev. de E, alors ;c; F; est un sous-ev. de E.

2. Soient F, G deux sous-ev. de E. Alors F'UG est un sous-ev. de E si et seulement
siFFCGouGCF.
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2.2. Sous-espace vectoriel engendré

Q  Preuve

» Démonstration de la premiere propriété...
> Inclusion : N, F; C E.
> On sait aussi que Ve € I,0p € F; = 0p € Nier Fi-

> Soient x,y € Nier Fi, et A € K. Alors Vi € I, 2,y € F;, donc \x +y € Fj,
donc Az 4+ y € N;er Fi, sachant que £ est un sous-ev. de E.

> On en déduit que N;c; F; est un sous-ev. de E.
» Démonstration de la deuxieme propriété...

> Dans le sens indirect <= | si F' C G, alors FFU G = G est un sous-ev. de
E. De méme, si G C F, alors F UG = F' est un sous-ev. de E.

> Dans le sens direct = , on utilise la définition d'un sous-espace vectoriel.

> En effet, comme F'UG est un sous-ev. de E, alors F'UG est un sous-groupe
de (E,+).

> D’apres les propriétés des groupes, on a bien ' C G ou G C F.

Sous-espace vectoriel engendré

B Définition 2.2.2.3 (Sous-espace vectoriel engendré)

Soient £ un K-ev. et A une partie de FE.
Nr sev. de B F est appelé sous-espace vectoriel engendré par A, et est noté
C

Vect(A).

® Propriété 2.2.2.4

Il s’agit du plus petit sous-ev. de E contenant A.

® Remarque 2.2.2.2

1. Si F' = Vect(A), alors on dit que A est une partie génératrice de F.

2. Vect(0) = {0g}, et Vect({z}) =K - z.

3. Important : Soit £ un K-ev. et A une partie non-vide de FE.
x € Vect(A) <= IneN* Fay,...,a, € A,3N,.. ., M€K |z =30 Na;
Le terme } 7" ; A\;a; est appelé une combinaison linéaire de aq, ..., ay,.
ie. Vect(A) = {37, Mia; tel que n € N* aq,...,a, € AN, ., N, € K}
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2.2. Sous-espace vectoriel engendré

1. Si A = {ay,...,a,}, alors Vect(A) est noté Vect(ai,...,a,), et est égal a
{30 Mia; tel que Aq, ... A, € K}
2. Soit F = {(x,y,2) € R3 tels que z — 2y + z = 0}.
a) Ona F = {(2y — 2,9, 2) tels que y, z € R}.
b) Donc F' = {y(2,1,0) + 2(—1,0,1) tel que y, z € R}.
c) Donc F = Vect((2,1,0),(—1,0,1)).

3.0n a K* = {z = (21,...,2,) telquexy,...,z, € K} =
{3", ze; tel que z1,...,2, € K}, ou e; est le vecteur de K" dont la i-
éme composante est égale a 1k, et les autres composantes sont égales a Ok

(donc ek:(O,...,\(L,O,...,O)).
pos. k

4. K[X] = Vect((X*)ren).

a) En effet, 3d € N, 3ay, ..., aq € K tel que P = ¢_, ap X*.
5. K,[X] = Vect(1, X, ..., X") = Vect ((X*)o<r<n)-
6. F={f € C®R,R) telle que f"+2f —3f =0}

a) Donc F = {f :t— ae' + e tel que a, § € R}

b) Donc F = Vect(ef, e™?).

® Propriété 2.2.2.5

Soient £ un K-ev. et A B deux parties de E. Alors :
1. Vect(A) = A <= A est un sous-ev. de E.

. Vect(Vect(A)) = Vect(A).
3. AC B = Vect(A) C Vect(B).

A C Vect(B)
B C Vect(A)

[\V]

N

. Vect(A) = Vect(B) «<—

Q. Preuve

» Démonstration de la quatrieme propriété.

> Dans le sens direct ( = ), A C Vect(A) = Vect(B), et B C Vect(B) =
Vect(A).

> Dans le sens indirect ( <)

— A C Vect(B) SN Vect(A) C Vect(Vect(B)) 2 Vect(A) C
Vect(B),
— et B C Vect(A) ) Vect(B) C Vect(A), donc Vect(A) = Vect(B).
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Famille génératrice, libre et bases

Famille génératrice

E Définition 3.3.1.4

Soient £ un K-ev. et (e;);e; une famille d’éléments de F.

On dit que (e;);er est une famille génératrice de E lorsque Vect(e;,i € I) = E.

i.e. lorsque Vx € E,3J sous-ensemble fini de I,3(\;)jes € Keard()) tel que z =
e Aj€j-

Note : on ne peut pas définir cette famille génératrice a partir de la combinaison
linéaire de tous les éléments de la famille, car il peut y en avoir une infinité.

® Remarque 3.3.1.3
Si I est fini tel que card (I) = p € N*, alors :

p
(€;)ier famille génératrice de F <= Vz € E,3(Ag)rer € KP tels que z = Z AL€L
kel

Sil=A{1,...,p}, alors :

p
(é1,...,¢ep) famille génératrice de £ <= Va € E,3(\,...,\,) € KP tel que x = Z Ak€k
k=1

1. K" = Vect(ey,...,e,), donc (ey,...,e,) (la base canonique) est une famille
génératrice de K".

2. K[X] = Vect((X*)ren), donc ((X*)ren) est une famille génératrice de K[X].

K,[X] = Vect(1, X,..., X™), donc (1, X, ..., X") est une famille génératrice de
K, [X].
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3.2. Famille libre

® Propriété 3.3.1.6

Toute surfamille d’une famille génératrice est une famille génératrice.
i.e. si (e;)ier est une famille génératrice de E, et J est un sous-ensemble de I tel que
I C I'; alors (e;);ep est une famille génératrice de E.

Q Preuve

On a Vo € E,3J C I fini,3(\;);es € K (J) tel que z = YjesNjej, or I C I,
donc J est aussi un sous-ensemble de I’, donc (e;);cp est une famille génératrice de
E. [ |

iHt Exercice 3.3.1.1

Montrer que F' = {P € R3[X] tel que f; P(t)dt = 0} est un sous-ev. de R3[X], puis
trouver une famille génératrice de F'.

Famille libre

B Définition 3.3.2.5 (Famille libre et famille liée)

Soit F un K-ev.

1. Une famille (e;)1<i<n, d’éléments de E est dite libre lorsque :

\V/()\l,...,)\n) & Kn,ZAiGZ‘ =0 = Vi € {1,..‘,71},)\1' = Ok
i=1
Dans le cas contraire, la famille est dite liée.
2. S’il y a une infinité d’éléments, Une famille (e;);c; d’éléments de F est dite

libre lorsque :

V.J sous-ensemble fini de I,V(););cs € K4, Y Xjej =0 = Vje =0k

jed

® Remarque 3.3.2.4

1. Toute famille qui contient le Og est liée, car 1x - 0 = Og.

2. (€;)1<i<n est liée si et seulement si IA;,..., A\, € K, pas tous nuls, tels que
Yo Nei = 0g. Cela équivaut aussi a dire que Jig € {1,...,n} tel que ¢;, €
Vect(el, B T P 7 e, en).
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3.2. Famille libre

> Conséquence 3.3.2.1

On a 3(A1,...,An) € K*\ {0} tel que 7, Axer = 0.
Donc Jip € {1,...,n} tel que \;, # 0, alors :

n
-1
€ip = —>\i0 Z )\kek € Vect(el, ey €ip—1y €41y -+ oy en)

k=1
k#io

1. Dans K", la famille (ey,...,e,) est libre, car :

V)\l,...,)\n GK,Z)\ka:OE — Vk € {1,...,n},)\k = Ok
k=1
2. (X*)ren est une famille libre de K[X].
» Soit J un sous-ensemble fini de N, par exemple J = {0, ..., d} tel que d € N.
» Soient Ag,...,N\s € K, telsque Y¢ ,MXF = 0p — Vk €
{0,...,d}, \x = Ok (car les polynomes sont égaux si et seulement si leurs
coefficients sont égaux)

3. (X*)o<r<n est une famille libre de K, [X].

4. Soient zy, ..., x, € K deux a deux distincts (pour simplifier les calculs).
Soit I, = [1j=o ji:g;? le polynéme de Lagrange associé a x. Alors (lo, ..., [,) est
Lk J

j

une famille libre de K,,[X].

Soit (A, .-+, An) € K" tels que S7_o Ay = 0.

On a donc Vi € {0,...,n}, > 7 o M\ le(z;) = A = Ok.
——

=06k

iHt Exercice 3.3.2.2

Soient Py, ..., P. € K,[X] tels que r <n, et 0 < deg(Fy) < --- < deg(P,) < n.
La famille (Fy, ..., P,) est dite famille échelonnée dans K, [X].

Montrer que (P, ..., P,) est une famille libre de K, [X].

Solution :

Nous allons procéder par récurrence inverse sur k € {0,...,7}.

Soient Ao, ..., A\ € K tels que Y25 A\ Pr, = 0.

Donc /\rPr = — Zz;(l) /\kPk

Si A, # 0, alors :

p=1l
deg()‘rpr) = deg(Pr) et deg(_ l;)AkPk> S 05%123(—1 deg(Pk> = deg<P'r—1) < deg(PT)

Ce qui est absurde, donc A\, = 0.
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3.2. Famille libre

vV vV vV vV vV VvVY

v

Donc ZZ;%) )\kPk = 0.

D’apres le principe de récurrence, on a A\,_; = 0, puis A\,_o = 0, et ainsi de suite
jusqu’a \g = 0.

Solution plus rigoureuse :

Nous allons raisonner par absurde.

Supposons que (B, ..., P.) n’est pas une famille libre de K,,[X].
Donc 3(Ag, - .-, A,) € KT\ {05} tel que Sr_g APy = 0.

On pose s = max({k € {0,...,r} tel que \; # 0}).

Donc A\, P, = — Zi;é M Py et VE > s, M = 0.

Donc Y37 AP = 0.

Donc N\, P, = — Zi;(l) Ao Py

Donc deg(AsP;) = deg(Ps), et deg(—zz;%))\kPk) < maxo<g<s—1 deg(Pr) =
deg(Ps_1) < deg(Fs).

Ce qui est absurde, donc (P, ..., P,) est une famille libre de K, [X].

R—R

On pose Va € R, f,, : (fonction exponentielle de base e*).

T — e

(fa)ack est une famille libre de RE.

Justification :

» Soit n € N*, et soient aq,...,q, € R tels que a1 < --+ < .
» On suppose que (fa, )i1<r<n n'est pas une famille libre de R¥.
» Donc I(Aq,...,A\,) € R*\ {0} tel que >3 Apfa, = 0.

» Donc Vx € R, >0 | \pe® ™ = 0.

» Soit s = max({k € {1,...,n} tel que \y # 0}).

» Donc A\ #0 et Vk > s, A\, = 0.

» Donc Vx € R, >75_; \pe®® = 0.

» Donc Vz € R, \,e®" = — Zz;ll A €RT,

\{

(o — ag)a
Donc Vx € R, \y = — Zz;ll e =0

Par passage a la limite + — +o00, on a Ay = 0, ce qui est absurde, donc (fa, )1<k<n
est une famille libre de C*(R, R).
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3.2. Famille libre

® Propriété 3.3.2.7

Toute sous-famille d’'une famille libre est une famille libre.
i.e. si (e;)ier est une famille libre de F, et I’ C I, alors (e;);cp est une famille libre
de E.

Q.  Preuve

Supposons que (e;);es est libre et soit I’ C I.
Soit J C I’ un sous-ensemble fini de I’ alors J C I et comme (e;);c; est libre, alors
(€j)jes est libre, donc (e;);ep est libre. [

& Théoréeme 3.3.2.1

Soient eq, ..., e, des éléments de E, un K-ev.
(e1,...,€n,eny1) est une famille libre de FE si et seulement si :

(e1,...,e,) est une famille libre de E et e, 1 ¢ Vect(ey, ..., en)

Q Preuve

» Démonstration dans le sens direct :

> On a (ey,...,e,) est une sous-famille de (ey, ..., e,, €,41), donc (eq,...,e,)
est une famille libre de E.

> Sie,41 € Vect(ey,...,e,), alors 3, ..., A\, € K tel que e,41 = Y72 Mkex,
donc Y7, (=Ap)ex + lgeny1 = 0, ce qui est absurde, donc e,y ¢
Vect(ey, ..., ep).

» Démonstration dans le sens indirect :
> Soient Ay, ..., A1 € K tels que ZZ;F% e = 0.

> Si Ay # 0, alors e, = —)\,;lrl Sr_i \ker € Vect(eq,...,e,), ce qui est
absurde, donc \,,1; = 0.

> Alors A\,11 = 0, donc Y-}, Aker, = 0, et comme (e, ..., e,) est une famille
libre de E, alors Vk € {1,...,n}, \x = 0.

> Donc Vk € {1,...,n+ 1}, \y = 0, donc (ey,..., e, €,t1) est une famille
libre de FE.
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3.3. Bases

Bases

E Définition 3.3.3.6

Soient £ un K-ev. et (e;);e; une famille d’éléments de F.
On dit que (e;);es est une base de E lorsque :

1. (ei)ier est une famille libre de E.

2. (ei)ier est une famille génératrice de E.

1. (e1,...,€e,) est une base de K".

2. (X*)pen est une base de K[X].

3. (1,X,..., X™) est une base de K, [X].

4. Soient xg,...,x, € K deux a deux distincts. Alors les polynomes de Lagrange
associés a xo, . .., x, forment une base de K,[X].
» En effet, on sait déja que (lp,...,l,) est une famille libre de K,[X] (voir

I'exemple 5).

» Montrons maintenant qu’il s’agit d’une famille génératrice.

> Soit P € K, [X], alors deg(P) < n, donc P est déterminé par ses valeurs

en n + 1 points distincts, par exemple xg, ..., z,.
> Donc Vk € {0,...,n}, P(zx) = Xy P(x;)li(xx) = P(xy), donc P =
? o P(x;)l;, donc (lo, ..., 1,) est une famille génératrice de K,,[X].

> Sinon, on peut poser Q = > P(z;)l;, calculer sa différence avec P,
montrer qu’il admet n+1 racines distinctes, et conclure que la différence
est nulle, donc P = Q).

> Donc VP € K, [X], P € Vect(ly, ..., 1), donc (o, ..., 1,) est une famille
génératrice de K, [X].

® Propriété 3.3.3.8

Soit F un K-ev.

1. B=(eq,...,e,) est une base de E si et seulement si :

Ve € E,Al(A, ..., \,) € K" tel que z = Z Py
k=1

2. B est une base de FE si et seulement si :

Ve e E;dn € N* Jl(A\,..., A\,) € K" tel que z = Z)\iei

i=1
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3.3. Bases

Q  Preuve

| 2

>

Démonstration de la premiére propriété :

> = : Soit B une famille génératrice de E. On a donc Vz €
E, 31, ..., \) € K™ tel que z = 37 Agex. Si 361, ..., 08, € K tels que
x =Y p_ Brek, alors 1 (Ag—Br)er, = 0, donc VE € {1,... ., n}, \y—fFr =0,
donc A\ = B (sachant que B est une famille libre).

> <= :OnaVre E, I\, ..., \) € K" tel que z =3 }_; \xex, donc B est
une famille génératrice de E. De plus, si > ;. Ayex = 0, alors Y27, A\pep =
>r_10-e, =0, (par unicité des scalaires) donc Vk € {1,...,n}, Az = 0,
donc B est une famille libre.

Démonstration de la deuxieme propriété :

% Théoreme 3.3.3.2

Soient n € N*, E un K-ev. et e, ..., e, des éléments de F.
Si vy, ..., 0501 € Vect(ey, ..., e,) alors (vy,...,v,.1) est liée.
Q. Preuve

La démonstration se fait par récurrence sur n.
Initialisation : n =1

U1 = A\eg

Donc dAq, Ay € K tels que :

Vg = Ag€g

Si Ay = 0, alors v; = 0, donc (vy,vq) est liée.

Si Ay # 0, alors v; = Ajeq, donc e; = A\ vy, donc vy = Age; = AoA[ toy, donc (v, vy)
est liée.

Hérédité : Supposons que la propriété est vérifiée pour n — 1 € N*, et montrons
qu’elle est vérifiée pour n.

>
4
>

Soient vy, ..., V.41 € Vect(eq,...,e,).
Donc Vj € {1,...,n+ 1}, v; € Vect(ey, ..., e,).
Donc Vj € {1,...,n+1},3(N\ij)1<i<n € K" tels que v; = Y1 A e, Le.

U = Ager + o+ A,
Vg = Aig€1 + -+ Aoy

Up+1 = )\1,n+1€1 + -+ )\n,n—l—le'n,(*)

SiVEk e {1,2,....,n+ 1}, \yp =0, alors vy, ..., v,41 € Vect(ey,...,e,-1), donc
d’apres 'hypothese de récurrence, (v, ..., v,41) est liée.

Sinon, il existe jo € {1,2,...,n+ 1} tel que A, j, # 0.

Comme les v; jouent des roles symétriques, on peut prendre j, = n + 1 sans
perte de généralité, donc A, 41 # 0.
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3.3. Bases

» Alors, d’apres I'équation (x), on a e, = )\;iH (Un+1 -yt Ai7n+1ei>.
» Dongc, pour tout j € {1,2,...,n}, on a :

n

vj =D Aijei
=1

n—1
=D Aigei T Anjen
i=1
n—1 n—1
= (Z )\m'@z) + AngA i <vn+1 -y )\i,n+1ei>
i=1 i=1
» On pose w; = vj; — )\n’j)\;,11+11)n+1.
» On remarque que (wy,...,w,) € Vect(ey,...,e,_1).
» Donc, d’apres 'hypothese de récurrence, la famille (wq, ..., w,) est liée.
» Donc J(ay,...,a,) € K"\ {0k} tel que Y7, ajw; = 0.
» Donc Z;‘Zl a;v; + (— Z}l:l aj)\n,j)\;;ﬂ) = Qpi1Uni1, avec Qi1 =
-1
- Z‘?:l afj)\n7j)\n,n+1.
-1
» Donc X0 aju; = 0, avee apay = — X0 ) A A1
1
> Alors (aq, ..., any1) € KPP\ {OEH.
» Donc (v1,...,v,41) est liée. La propriété est vérifiée pour n, d’ou la propriété

est vérifiée pour tout n € N*.

- Conséquence 3.3.3.2

Si (e1,...,e,) est libre dans F, un K-ev., et (g1, .., gmn) est une famille génératrice
de E, alors n < m.

Q Preuve

Supposons que n > m.

Donc ey, ... e, € Vect(gi,...,gm), donc (eq,...,e,) est liée, ce qui est absurde,
donc n < m. [ |

-> Conséquence 3.3.3.3

Soient £/ un K-ev. et L une famille libre, G une famille génératrice et B une base de
E.
Alors card (L) < card (B) < card (G).
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Espace vectoriel de dimension finie

B Définition 4.4.0.7 (Espace vectoriel de dimension finie)

Un espace vectoriel est dit de dimension finie si et seulement si il admet une famille
génératrice finie.

» K" est un K-ev. de dimension finie, car (e,...,e,) est une famille génératrice
finie de K".
» K,[X] est un K-ev. de dimension finie, car (1, X,..., X™) est une famille géné-

ratrice finie de K, [X].

> K[X] et C*(R,R) ne sont pas des K-ev. de dimension finie, car ils n’admettent
pas de famille génératrice finie.

Théoréeme de la base incompléte

Nous allons initier le théoreme de la base incompléte en utilisant deux propriétés.

» Nous allons voir que tout espace vectoriel de dimension finie admet une base.

» Nous allons aussi montrer qu’a partir d’une famille libre, on peut construire une base.

® Propriété 4.4.1.9

Soient F un K-ev. de dimension finie et G = {g1, ..., g} une génératrice de E.
Si L est une famille libre telle que Ly C G, alors il existe B une base de E telle que
Ly C B CQG.

Q Preuve
On pose I = {card (L) tel que L famille libre de F, Ly C L C G}.

» On a card (Lg) € I, et VL libre dans F, card (L) < card (G) = m.
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4.1. Théoréme de la base incompléte

» Donc [ est un ensemble non-vide de N, et majoré par m, donc I admet une
borne supérieure, que nous allons noter max(/) = n.

» D’ou 3B libre dans E et Ly C B C G tel que card (B) = n.
» Montrons que B est génératrice de E, i.e. Vect(B) = E = Vect(gi, ..., gm)-

> Il faut donc montrer que

B C Vect(g1, ..., gm)
g1, .-, gm € Vect(B)

> On sait déja que B C Vect(gy,...,gm), car B C G et G est une famille
génératrice de F.

> Il faut maintenant montrer que {g1,...,gn} € Vect(B).

— Nous allons procéder par absurde en supposant qu’il existe un k& dans
{1,...,m} tel que gy ¢ Vect(B).

— Alors, comme B est libre, alors d’apres le théoréeme précédent (Th. 1),
la famille B" = B U {gx} est libre, avec Ly C B C BU{gx} C G.

— Donc card (B U {gx}) € I, ce qui est absurde.

=n+1
> D'ou Vi € {1,...,m}, g; € Vect(B), donc Vect(B) = E = B est généra-
trice de E.

> On en conclut que B est une base de E avec Ly C B C G.

® Remarque 4.4.1.5

Tout espace vectoriel (non-nul) de dimension finie admet une base.

Q. Preuve

Soit G ={g1, ..., gm} une famille génératrice de E.
La famille G' peut contenir des g nuls. Mais, comme E est non-nul (et donc non
réduit au singleton {Og}), alors il existe au moins un gx non nul, que nous allons

noter g, -
Alors {gx} est libre avec {gx} C G, donc d’apres la propriété précédente, il existe
une base B de F telle que {gx,} C B C G. |

® Propriété 4.4.1.10

Soient £ un K-ev. de dimension finie et G une famille génératrice de E.
Si Ly est une famille libre de E alors il existe forcément B une base de E telle que
LoC BC LyUuG.
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4.2. Dimension d'un K-ev.

Q  Preuve

G est une famille génératrice de E, alors Lo U G est aussi une famille génératrice de
E, avec Ly C Lo U G. On réutilise alors la propriété précédente pour conclure qu’il
existe une base B de F telle que Ly C B C Ly UG. [ |

W Théoréme 4.4.1.3 (Théoréme de la base incompléte/extraite)

Soit £ un K-ev. de dimension finie non réduit au singleton {0g}.

1. Si L est une famille libre de £, alors on peut la “compléter” en une base de E.
Autrement dit, il existe B une base de FE telle que L C B.

2. Si G est une famille génératrice de FE, alors on peut en extraire une base de F.
Autrement dit, il existe B une base de E telle que B C G.

Q  Preuve

» Démonstration de la premiere partie :

> G est une famille génératrice de E, alors d’apres la propriété 10, il existe
une base B de E telle que L C B C LUG.

» Démonstration de la deuxiéme partie :

> L = () est une famille libre de E, alors d’aprés la propriété 9 et la remarque
5, il existe une base B de E telle que ) C B C G, donc B C G.

Dimension d’un K-ev.

B Définition 4.4.2.8 (Dimension d’un espace vectoriel de dimension finie)

Soit £ un K-ev. de dimension finie.
La dimension de E est le cardinal de toute base de E, noté d%ﬁmE.

Par convention, on pose diKm{O g} =0.

% Théoréme 4.4.2.4

Toutes les bases de E ont le méme cardinal, donc la dimension de E est bien définie.
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4.2. Dimension d'un K-ev.

Q  Preuve
On pose arbitrairement By et By deux bases de F.

» On a Bj est libre et génératrice de E, et By est une base de E, alors :
card (B;) < card (By) et card (By) < card (B)

» Donc card (B;) = card (By).

On en déduit que toutes les bases de E ont le méme cardinal, donc la dimension de
E est bien définie. [ |

1. dIiKmK" =n, car (ey,...,e,) est une base de K".
2. d%cm(C =1, et d%{m@ =2, car (1,4) est une base de C en tant que R-ev.

g d%(mKn [X] =mn+1,car (1,X,..., X") est une base de K, [X] (attention & l'erreur

classique de la poser n au lieu de n + 1).

iHt Exercice 4.4.2.3

Soit H = {x = (11,...,74) € R?* tel que z; — 225 + 73 — 314 = 0}.

Montrer que H est un sous-ev. de R* de dimension finie et donner la dimension de
H.

Solution :

T =x1:-€1+ZTy-ey+x3-€3+24-€
rcH 1°€1 2 €2 3 €3 4 €4
T1— 2x9 + 23 — 324 =10

<~ T = T2 (261 iy 62) +x3 (—61 i 63) +Ty4 (361 i 64)
=V =Vs =V3

Donc H = Vect(Vy, Vs, V3), donc H est un sous-ev. de R* de dimension finie, et
(V4, V, V3) est une famille génératrice de H.

Nous allons maintenant montrer que cette famille est libre.

Soient Ai, Ao, Az € R tels que A Vi + AVo + A\3V3 = 0.

Comme (ey, €9, €3, €4) est une base de R, on a :

AMVI+XNVo4+ V=0 <= A\ =)= )A3=0.

Donc (V1, Vi, V3) est une famille libre de H.
Ainsi, (V1, V3, V3) est une base de H, et donc dim H = 3.
Conclusion : H est un sous-ev. de R* de dimension finie, et d%@mH = 3.
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4.2. Dimension d'un K-ev.

® Propriété 4.4.2.11

Soit F un K-ev. de dimension finie avec d]iKmE =n € N*.

{L est une famille libre de F s I est une base de E

card (L) =n

G est famille sénératrice de E
{ est une lamille generatrice de <= @ est une base de F

card (G) =n

Q.  Preuve

» ( <= ) Dans le sens indirect, le résultat est clair (si une famille est une base,
alors elle est génératrice et dans un espace vectoriel de dimension n, elle est de
cardinal n).

» ( = ) Dans le sens direct, on applique le théoreme de la base incomplete (Th.
3) a la famille libre L et a la famille génératrice G pour construire une base B
de E telle que L C B C G. Comme card (L) = n et card (B) = n, alors L = B,
donc L est une base de E. De méme, comme card (G) = n et card (B) = n, alors
G = B, donc G est une base de E.

iHt Exercice 4.4.2.4

Soit (7},), la famille de polynomes définie par :

T() = ]_,Tl = X, et \V/’I’L, Tn+2 = QXTn+1 - Tn

(Polynomes de Tchebychev)
Montrer que (Ty, T4, ..., T,) est une base de R, [X].
Solution :

» Famille libre : (7,71, ...,T,) est une famille échelonnée de R,,[X], alors d’apres
I'exercice 2, (Ty, Ty, ..., T,) est une famille libre de R, [X].

> Attention, il s’agit d’un cas particulier de famille échelonnée.

» Cardinal : (7, T3,...,T,) est une famille de cardinal n + 1. La dimension de
R, [X] est aussi n + 1.

» Conclusion : (7y,7T3,...,T,) est une famille libre de R,,[X]| de cardinal n + 1,
et d%RmRn[X] =n+ 1, alors (Tp, 11, ..., T,) est une base de R, [X].
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4.3. Dimension d'un sous-espace vectoriel

Dimension d’un sous-espace vectoriel

®@ Propriété 4.4.3.12

Soient F un K-ev. de dimension finie et non réduit au singleton {0z}, et F' un sous-ev.
de E.
Alors F' est un K-ev. de dimension finie, et d%ng < d'%mE )

Q Preuve
On pose n = d%{mE et B={¢ey,...,e,} une base de E.

» Si F'={0g}, alors d%{mF =0<n.
» Si F' # {0g}, alors on consideére :

I = {card (L) tel que L famille libre de F'}

> On a F # {0g}, alors il existe x € F'\ {Og}, alors {z} est une famille libre
de F, donc card ({z}) =1¢€ I.

> De plus, VL famille libre de F', L est aussi une famille libre de FE, alors
card (L) < n, donc I est majoré par n.

> Et comme I C N, alors I admet une borne supérieure, que nous allons noter
max(]) = d.

> Soit Bp une famille libre de F' telle que card (Br) = d. Montrons que Bp
est une base de F, i.e. F' = Vect(Bp).

— On a Vect(Br) C F, car Bp C F' et F est un sev. de E.

— Supposons qu'il existe y € F' tel que y ¢ Vect(Br).

— Cela impliquerait que Br U {y} est une famille libre de F, alors
card (Bp U{y}) =d+1 € I, ce qui est absurde, donc Vect(Bp) = F.

— Donc Yy € F,y € Vect(Bp), donc F' = Vect(Br), et Bp est une base
de F'.

> Donc F' est un K-ev. de dimension finie.

> Et comme Bp est une base de F' alors d%ﬁmF =card(Bp)=d<n= d%ng.
> D’ou F est un K-ev. de dimension finie, et d%ﬁmF < d%ng.

® Propriété 4.4.3.13

Soit E un K-ev. et F, G deux sous-ev. de E tels que G est de dimension finie.
Si F' C G, alors F' est de dimension finie et d%(mF < d%gnG...

avec éqgalité si et seulement si F = G.
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4.3. Dimension d'un sous-espace vectoriel

Q  Preuve

F et G sont deux K-ev, avec F' C G et G de dimension finie (d%(mG < 00).
Donc F' est de dimension finie, avec d%(mF < d%gmG.

Démonstration du cas de 1’égalité :

» Dans le sens indirect ( <), si F' = G, alors d'ﬁng = d%{mG.
» Dans le sens direct (=), on pose d = d%(mF = d%gmG.

> Soit B = (eq,...,€eq) une base de F.
> Comme F' C G, alors B est une famille libre de G.
> Or card (B) =d = d%(mG, alors B est une base de G.

> Donc F' = Vect(B) = G, donc F' = G.

o Méthode

Pour montrer ’égalité de deux K-ev. de dimension finie, il suffit de montrer que I'un
est inclus dans l'autre, et que les deux espaces ont la méme dimension.

iHt Exercice 4.4.3.5

On pose F'={P(X + 1) — P(X) tel que P € R,,[X]}.

Montrer que F' =R, _;[X].

Solution :

Soit P =Y} o apX* € R,[X], alors P(X + 1) — P(X) = X7 ax((X + 1)F — XF).

}%X+1%aHX):§)%«X+1f—Xﬂ

=a, (X +1)" = X"+ > ap((X +1)F — X*)

n—1 ~k vk k=0
:Zk:O CaX

ERnfl[X]
€ R,1[X]

On en déduit que F' C R,,_1[X].

On a aussi :

P(X +1) - P(X) = i ap((X + 1)F — XF).

Donc F' = Vect((X + 1) — X*); <<

Montrons que ((X + 1)¥ — X*),<;<,, est une famille libre de R,,_;[X].
Pour cela, on peut utiliser deux méthodes. . .

» Premiére méthode : Vk € [1,n],deg((X + 1)*¥ — X*) = k — 1, alors ((X +
1) — X*)1<k<n est une famille échelonnée de R,,_;[X], alors d’apres I'exercice 2,
(X + 1)* — X*)1<p<n est une famille libre de R, _;[X].

» Deuxiéme méthode : Soient \;, ..., \, € R tels que Y7, M\ ((X+1)F—X*) =0,
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4.3. Dimension d'un sous-espace vectoriel

alors 7, Mu((X+1)F = X*) = 57 A(X +1)F =50, Ao XF, done ¥7_y Ap(X +
1)F =31 A X",

> On pose A(X) = X7, A\ XF, alors A(X + 1) = A(X), donc A admet une
infinité de racines (tous les éléments de R, en commencant par 0, puis 1, puis
2...), donc A est le polyndome nul, donc Vk € [1,n], \x = 0, donc ((X +1)* —
X*)<k<n est une famille libre de R, [X].
On en déduit que ((X + 1)* — X*),<<,, est une base de F, donc dimF" = n.
Or diRmRn,l[X | =n, alors F' et R,,_1[X] sont deux R-ev. de dimension finie de méme

dimension, avec F' C R,,_;[X], alors F' =R,,_1[X].

® Propriété 4.4.3.14

Soit F un K-ev.
FE est de dimension infinie si et seulement si £ admet une famille libre infinie.

Q. Preuve

> — :5i d%nE < 00 (E est de dimension finie), alors F admet une famille

génératrice finie de cardinal d. Donc VL famille libre de E, card (L) < d, donc E
n’admet pas de famille libre infinie, ce qui est absurde, donc F est de dimension
infinie.

» — : Supposons que E est de dimension infinie.

> Comme E # {0g}, alors il existe e; € E \ {0g}, alors {e;} est une famille
libre de E.

> On a aussi E # Vect(e;) car E est de dimension infinie et il ne peut pas
avoir de famille génératrice finie, alors il existe e; € FE \ Vect(ep), alors
{e1, €2} est une famille libre de E.

> On a aussi F # Vect(e, ez), et on continue ainsi de suite pour construire
une famille libre infinie de F.

> Pour démontrer cela rigoureusement, nous allons procéder par récurrence
pour construire une famille libre de cardinal n pour tout n € N*, et ainsi
construire une famille libre infinie de F.

— Initialisation : n = 1, on a déja construit une famille libre de cardinal
1 de E, a savoir {e; }.

— Heérédité : Supposons que nous avons construit une famille libre de
cardinal n, a savoir {ey, ..., e,}, alors comme F est de dimension infinie,
alors E # Vect(ey,...,e,), alors il existe e, € E \ Vect(ey,...,e,),
alors {ey, ..., ey, eny1} est une famille libre de cardinal n + 1 de E.

> Donc Vn € N*, il existe une famille libre de cardinal n de F/, alors il existe
une famille libre infinie de E.

» Donc E est de dimension infinie si et seulement si £ admet une famille libre
infinie.

24/43



4.4, Espace produit

iHt Exercice 4.4.3.6

On pose E = C([0, 1], K). Montrer que E est de dimension infinie.

Solution :

On va s’aider de la fonction exponentielle de base e* pour construire une famille libre
infinie de F.

On pose Va € R, f, : [0,1] — R, fo(x) = e**

On sait déja que (f,)acr est une famille libre, et infinie, donc E est de dimension
infinie.

Sinon, on peut aussi utiliser une fonction polynomiale pour construire une famille
libre infinie de F/, en posant :

Vn € Nye, : [0,1] = R, e,(x) = 2"

WY Espace produit

E Définition 4.4.4.9

Soient F, I’ deux K-ev.
On pose £ x F' = {(z,y) tel que z € E,y € F}.
FE x F est un K-ev. pour les lois suivantes :

V(z1,11), (22,92) € E X FYA € K, (21, 91) + (22,92) = (21 + 22,41 + 12)
V(z,y) € E x F.YA € K, A(z,y) = (A\z, \y)

® Remarque 4.4.4.6

» L’élément neutre de la loi + dans E x F est (0g,0r).
» Le symétrique de (z,y) par rapport & + dans E x F est (—x, —y).

® Propriété 4.4.4.15

Si E et F sont deux K-ev. de dimension finie, alors E x I’ est aussi de dimension
finie, et d%(m(E x F) = dIiKmE + d%nF.

Q  Preuve
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4.5. Rang d'une famille de vecteurs

Soient n = d%(mE et m = d%{mF, et B = (e1,...,e,) une base de E, et Bp =

(f1,--., fm) une base de F.
Donc V(z,y) € E x F, A\, ..., \, € K, Ay, ..., o € K tels que :

(z,y) = (z,0p) + (0p,y) = O_Niei, 0p) 4+ (05, > pifi) = O Niew, Y pifi)
i—1 i—1 i—1 iz

DOIIC BEXF = (Bi, OF)lgiSn U (OE, fj)lﬁjﬁm est une base de E X F
On en déduit que F x F' est de dimension finie,
et diKm(E x F') = card (Bgxr) :n—i—m:d%mE%—d%ng. [ |

® Remarque 4.4.4.7

En général, si F1, ..., E, sont des K-ev., alors E; X --- X E,, est aussi un K-ev. pour
les lois suivantes : Vo = (z1,...,2,) € [Ti—1 Be, Yy = (Y1, ..., Yr) € [Ty Bk, VA €
Kz+y=(x1+y1,. .., 2 +y) et \x = (Axq,..., A ;).

Si, de plus, les (E))1<k<, sont de dimension finie, alors d'ﬁgm(H’,;:l Ey) =51 d%ﬁmEk.

K est un K-ev. de dimension 1, alors K" = J[;_; K est un K-ev. de dimension
IR
=1

W3 Rang d’une famille de vecteurs

E Définition 4.4.5.10

Soit E un K-ev. et (V4,...,V},) une famille de vecteurs de E.
On appelle rang de la famille (Vi,...,V}), noté rg(Vy,...,V,), le nombre r =
d%ﬁmVect(Vl, e Vo).

Pour E=R4 et V; = (1,2,1,-1), Vo = (—1,-2,2,-2), V3 = (2,4,0,0).

La famille (V7, V5, V3) est une famille de vecteurs de E.

On a Vect(V4, Vo, V3) = Vect(V4, Va), car V3 = 2V) — Vs, alors d%%m\/ect(vl, Vo, V3) =
diRmVect(Vl, V). De plus, Vi et V2 sont linéairement indépendants, alors

d%n\/ect(vl, V) = 2. Donc rg(V1, Vo, V3) = 2.
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4.5. Rang d'une famille de vecteurs

® Propriété 4.4.5.16

Soient Vi,...,V, € E.

rg(Vi,..., Vo) <p

avec égalité si et seulement si (V4,...,V,) est une famille libre de E,
ie. rg(Vh,....,V,) =p <= (Vi,...,V,) est une famille libre de FE.

Q Preuve

On pose F' = Vect(V4,...,V,), alors d%ﬁmF =rg(Vh,...,V,) =r.

Donc r = d%ng < dkaect(Vl, o, V) <card (Vy,...,V,) =p.

Démonstration dans le sens indirect :

Si (Vi,...,V},) est une famille libre, alors Vect(V4,...,V},) est une base de F et donc
d]iKmF = card (V4,...,V,) = p, alors rg(V3,...,V,) = p.

Démonstration dans le sens direct :

Si (Vi,...,V,) est une famille génératrice de F, avec card (Vi,...,V,) = p
rg(Vi,..., V), alors (Vi,...,V,) est une base de F', donc forcément (Vi,...,V,) est
une famille libre de E.

Ainsi, rg(Vi,...,V,) =p <= (V4,...,V}) est une famille libre de E. [ |

® Propriété 4.4.5.17

Soient Vi,...,V, € K.
1. rg(0g, Vi,...,V,) =1g(V4,...,V,)

2. Vo € S,,18(Voy, -+, Vo) = 18(Vi,..., V) ot S, est 'ensemble des permuta-
tions de {1,...,p}.

. VA €K rg(AVL Va, ..., V,) = 1g(Vi, Va, ..., V)
4. Vg, .. 0 € K rg(Vi + 52 MViy Va, .., V) = 1g(Vi, Va, ..., V)

w

Q Preuve

Démonstration de la quatrieme propriété :
On pose V] = Vi + Y75 \eVi, alors Vect(V], Vs, ..., V,) = Vect(Vy, Va,. ..
donc d%ngect(Vl’, Vo, ..., V) = d%(mVect(Vl, Va, ..., V), done rg(V/, Vs, ..., V],

re(Vi, Vo, V).

27/43



4.6. Famille échelonnée

XY Famille échelonnée

& Définition 4.4.6.11 (Famille échelonnée)

Soit £ un K-ev. de dimension finie, et (ey,...,e,) une base de E (donc d%{mE =n).

Soient p < n et vy,...,v, € E une famille de vecteurs.

On a V1l < i < p,v; = X5 Aije; (tous ces vecteurs peuvent s’écrire comme une
combinaison linéaire de la base de E).

Si Jp : [1,p] — [1,7n] strictement croissante telle que Vi € [1,p],v; = 7_ ;) Aije;
avec Vi, A o(;) 7 0, alors on dit que (vy,...,v,) est une famille échelonnée de E.

Plus concretement, si le vecteur v; = Ae; + Ageg + -+ + A\,e,, On aura aussi v; =
ALp)€p(1) T -+ Arnén.

Et pour le vecteur vy = Ajej+Ayea+- - -+ e,, on aura aussi vy = Ag ,(2)€p(2) - * -+ A2 n€n,
et on ne retrouvera pas de composante de e,(1) dans vy, et ainsi de suite pour les autres
vecteurs de la famille, parce que I'application ¢ est strictement croissante.

1l s’agit d’une généralisation des familles de vecteurs échelonnés dans K™ a n’importe quel
K-ev, qu’on avait déja utilisée dans l’exercice 2.

Dans £ = R?, la famille de vecteurs ((1,2 — 1, -3), (0, -1, 3,0),(0,0,0,2)) est une
famille échelonnée de E.
» En effet, on a :
>o = (1,2,-1,-3) = 1-e;+2-e3—1-e3—3:ey, alors p(1) = 1 et
M) = Ap =1#0.
> vy =(0,-1,3,0)=0-e; —1-e3+3-e3+0- ey, alors ¢(2) =2 et Ay ,2) =

)\2,2 = —1 7£ O
> v3 = (0,0,0,2) =0-e; +0-e2+0-e3+2-ey,alors p(3) =3 et A3 ,3) =
)\3,3 - 2 7& 0
» On peut construire 'application ¢ : [1,3] — [1,4] strictement croissante telle
que gp(l) = 1, 50(2) = 2, (p(3) = 4 et )\17¢(1) =1 7& 0, )\2790(2) = —1 7é 0,
)\3,4,0(3) = 7é 0.

® Propriété 4.4.6.18

Toute famille échelonnée de E est une famille libre de E.

Q Preuve

Soit (v1,...,v,) une famille échelonnée de E.
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4.6. Famille échelonnée

Supposons que (vy, ..., v,) n'est pas une famille libre de E.

Alors il existe A1, ..., A\, € K, pas tous nuls, tels que >-7_; \jv; = Op.
Soit 79 = min{i € [1,p] tel que \; # 0}, alors «, # 0 et Vi < ig, \; = 0.
On isole la somme a partir de i : Zf:io Aiv; = 0g.

Donc a;vi, + Y i—iy 11 Aiti = Op.

n p
Donc aioAi07¢(iO)€¢(io) +Oéz‘0 Z /\2‘07]‘6]' + Z /\ﬂ)i = OE (sachant que QO(Z()) +1>

J=p(i0)+1 i=tp+1
EVect(ep(ig)+1s--€n)
(i)
Or (ey(i) €p(io)+1, - - - » €n) st une famille libre de E, alors a, A, (i) = 0, ce qui est
absurde, car a;, # 0 et A\, oz,) 7 0.
D’ou (v, ...,v,) est une famille libre de E. ]

® Remarque 4.4.6.8 (Ordre)

Si, V1 < i < p,v; = fg Aijej avec ¢ @ [1,p] — [1,n] strictement croissante et
Vi, Xi (i) 7 0, alors (v1,...,v,) est aussi une famille échelonnée de .

Les (A (i) 1<i<p sont appelés les pivots de la famille échelonnée (v1,. .., vp).

Soit (eq, ..., e,) la base canonique de K".

On pose V1 < i <n,v; = Y1, €.

La famille de vecteurs (vy,...,v,) est une base de K".

Démonstration :

» La famille est libre car (vy,...,v,) est une famille échelonnée de K".

» Son cardinal est égal a n, qui est aussi la dimension de K".

» Donc (vq,...,v,) est une famille libre de K™ de cardinal n, et dka" = n, alors
(v1,...,v,) est une base de K" (voir propriété 11).
o Méthode
Pour trouver le rang d’une famille de vecteurs (vy, ..., v,), on peut faire des combinai-
sons linéaires de ces vecteurs pour construire une famille échelonnée de E, et le rang
de la famille (vy,...,v,) sera égal au nombre de vecteurs de la famille échelonnée
que nous avons construite.

Dans E = R*, on consideére la famille de vecteurs :

‘/l = (17 _17 _17 _1)
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4.6. Famille échelonnée

Vo=(1,1,—-1,-1)
Va=(1,1,1,-1)
Vi=(3,1,—1,-3)
Pour déterminer le rang de la famille (Vi, Vo, V3, V}), on suit les étapes suivantes :
» On pose :
> Vy =V, -V, =(0,2,0,0),
> Vi=V;—-V1=(0,2,2,0),
> V) =V, — 3V = (0,4,2,0).
» On continue et on pose :
> Vy' = V5 =13 =1(0,0,2,0),
> V=V, —2V]=(0,0,2,0).
» On a construit la famille échelonnée (V3, V5, V3" V) = (Vi, V], V') de E, dont

le rang est 3 (sachant que le rang d’une famille libre est égal & son cardinal, voir
propriété 16), alors rg(V;, Vo, V3, Vy) = 3.
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I Somme d’une famille de sous-espaces
vectoriels

Somme de deux sous-espaces vectoriels

B Définition 5.5.1.12 (Somme de deux sous-espaces vectoriels)

Soient £ un K-ev. et F, G deux sous-ev. de E.

On définit 'ensemble F' 4+ G = {z + y tel que x € F,y € G} C E comme la somme
de F et G.

® Propriété 5.5.1.19

» [+ G est un sev. de E.
» F+ G = Vect(F UG).

Q  Preuve

Démonstration de la premiére propriété :
» F+GCFE,car FCFEet GCE.

» 0p =0 +0p € F+G, alors F'+ G # (.

» Soient u,v € F + G, alors dzy,29 € F,y;,yo € G tels que u = 7 + y; et
V=124 ys, alors u+v=(x;+x2)+ (1 +12) € F+G.

» Onaaussi VA € K,Vu,v € F+G,u+ v = (x1+y1)+ANz2+1y2) = (21 4+ Aza) +
(11 + Ay2) € F + G, sachant que F' et G sont des sev. de E.

» Soient A € Ketu € F+ G, alors dz € F,y € G tels que u = x + y, alors
Au= (Az) + (\y) € F+G.

» Donc F'+ G est un sev. de F.
Démonstration de la deuxiéme propriété :

» F+G C Vect(FUQG), car, par définition Vect(FUG) est le plus petit sous-espace
vectoriel de E contenant F'U G.

» Onsait que F C F+Get G C F+G, alors FUG C F+G, alors Vect(FUG) C
F+G.
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5.1. Somme de deux sous-espaces vectoriels

» Méthode alternative : On peut considérer les combinaisons linéaires de F'U G
pour construire Vect(F U G), et on peut montrer que toutes ces combinaisons
linéaires sont aussi des éléments de F' + G, alors Vect(FUG) C F + G.

» Donc F'+ G = Vect(F UG).

A Attention

On ne peut pas sommer deux sous-espaces vectoriels d’espaces vectoriels différents.

B Définition 5.5.1.13 (Somme directe de deux sous-espaces vectoriels)

Soient F un K-ev. et F, G deux sous-ev. de E.
La somme F' + G est une somme directe de F' et G si F NG = {0g}, c’est a dire si
F et G n’ont que le vecteur nul en commun.

B Définition 5.5.1.14 (Sous-espace vectoriel supplémentaire)

Soient F un K-ev. et F' un sev. de F.

On dit que G est un sev. supplémentaire de F' dans E si £ = F & G, c’est a dire si
E:F+G€tFﬂG={0E}

A Attention

Il ne faut pas confondre “supplémentaire” et “complémentaire”. En effet, si F' est
un sev. de £, alors Cg(F) (le complémentaire de F' dans F) n’est pas un sev. car
0 ¢ Cg(F), alors Cg(F') ne peut pas étre un sev. supplémentaire de F' dans FE.

® Remarque 5.5.1.9

Si E=F&G,alors G C Cg(F)U{0g}, car, en posant z € G\ {Og}, alors si x € F'
onax € FFNG ={0g}, ce qui est absurde, alors = ¢ F.

® Propriété 5.5.1.20

Soient E un K-ev. et F, G deux sous-ev. de F.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

» E=Fa&dG.
» E=F+Get FNG={0g}.
» Ve e E,3(y,2) e FxG,z =y + =z
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5.1. Somme de deux sous-espaces vectoriels

Q  Preuve

Démonstration de la premiére équivalence : [(1) <= (2)]

E = F & G signifie que E = F+ G et que FNG = {0g}, donc E = F 4+ G et
FNG={0g}.

Réciproquement, si E = F + G et FNG = {0g}, alors E = F &G,

Finalement, on a simplement utilisé la définition de la somme directe de F et G
pour démontrer la premiere équivalence.

Démonstration de la deuxiéme équivalence : [(2) < (3)]

Supposons que E = F + G et que FNG = {0g}.

» Démonstration de l’existence de la décomposition : Soit x € FE, alors
JyeFzeGtelsquer=y+z,car E=F +G.

» Démonstration de 'unicité de la décomposition :

> Dans le sens direct = : Supposons qu’il existe aussi 3/ € F, 2’ € G tels
que x =y +2 alorsona (y—y' )+ (2 —2') = 0g, alors (y—9¢') = —(2 —2'),
alors (y —y') € FNG, alors (y —y') = 0p, alors y = ¢/ et aussi z = 2/, donc
My, 2) e FxGrx=y+=z.

> Réciproquement, supposons que Vz € F,3!(y,2) € Fx G,z = y+z, alors
Ve € E,3(y,z) € F x G,x =y + z, alors E = F' 4+ G. De plus, supposons
qu’il existe un élément non nul de F'N G, alors il existe un élément non nul
de F' qui est aussi dans G, ce qui contredit 'unicité de la décomposition
de cet élément en somme d’un élément de F' et d'un élément de G. Donc

FNG={0g}.

Ainsi, les propriétés sont équivalentes. [

® Remarque 5.5.1.10

FxG —
EFE=F®G << ¢ ,2) = y+z

o Méthode

Pour montrer que £ = F' 4+ G, on peut :

est bijective.

» Hixer x € E.

» Puis chercher un élément y € F tel que z —y € G.

» Dans £ = K", on pose : H = {x = (21,...,2,) € K" tel que >0, x; = 0} et
D=K-(1,1,...,1).OnaK"= H® D.
=e
> On va suivre la méthode mentionnée précédemment pour montrer que K" =
H+D.
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5.1. Somme de deux sous-espaces vectoriels

— Soit z = (z1,...,x,) € K™

— On cherche un élément y € D tel que z —y € H (c’est plus simple de
trouver un élément de D que de trouver un élément de H).

— Onaye D = I\ €K tel que y = de.

— Alorsz —y=(z1 — A\, ...,z — A).

— Et on a

r—yeH < > (z;—A) =0
i=1

<— in—m:o

=1

1 n
= /\:5;%

— On peut aussi noter X\ par A, pour montrer que A dépend de x.

— Donc x = (z— X\, -e)+ X\, - €.
%,—/ W—/
eH S

— D'ou K"=H + D.
> Montrons maintenant que U'intersection de H et D est réduite & {Og}.

— Soitx € HN D, alors x € D = X € K tel que = = Xe.

— Devplus,z € H = > 2; =0, alors > ;A =0, alors n- A =0,
donc A =0, alors x =0-e =0g.

— Donc HN D = {0g}.

iHt Exercice 5.5.1.7

» Exercice 1 : Montrer que £ = H @ F', avec :
> E =C([a,b],R) avec a < b.
> H={f € E telle que [’ f(z)dz = 0}.
> F'={f € E telle que f est constante}.
» Exercice 2 : Donner un supplémentaire de K[X] dans K(X).

Solution de I’exercice 1 :

On utilise la méthode mentionnée précédemment pour montrer que £ = H + F.
Ensuite, on montre que H N F' = {0g}. On cherchera un y € F tel que f —y € H
(c’est plus simple).

Solution de I’exercice 2 :

On cherche un ensemble candidat S tel que K(X) = K[X]+S et K[X]NS = {0g}. On
va donc le définir a partir de la recherche d'un élément Y € S tel que P —Y € K[X]
pour tout P € K(X), ce qui nous rappelle facilement la DES de P, avec P — Y la
partie entiere de P et Y la partie fractionnaire de P.

Donc on peut poser S = {R € K(X) tel que R(0) = 0}. On montre que c’est un sev.
de K(X), que K(X) = K[X] + S et que K[X]NS = {0g}, ce qui nous permettra de
conclure que S est un sev. supplémentaire de K[X] dans K(X).
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5.2. Somme d'une famille finie de sous-espaces vectoriels

® Remarque 5.5.1.11 (Unicité du supplémentaire)

Le supplémentaire n’est pas unique.
En effet, en reprenant ’exemple 15, on peut aussi montrer que K* = H & D', avec
D'=K-(1,0,...,0), et D' # D.

Somme d’une famille finie de sous-espaces vecto-
riels

B Définition 5.5.2.15 (Somme d’une famille de sous-espaces vectoriels)

Soient E un K-ev. et Fy,..., F,, des sev. de E.

1. On définit la somme des (Fy)1<k<n par >y Fr = {35, zx tel que zx € Fi} C
E.

2. La somme des (F))i1<k<n est dite directe si V(xy,...,2,) € [Ti_y Fk, > pey Tk =
Op = Vk,.Tk =0g.
Dans ce cas, on note la somme par @ _; [Fy.

® Propriété 5.5.2.21

Soient F un K-ev. et Fi,..., F, des sev. de E.
1. Y5, Fi est un sev. de E.

2. 0 Fr=@;_ F. = Ve YXi F,MNay,...,z,) € IR F tel que x =
2221 Lk

Q  Preuve

1. Démonstration de la premiére propriété : La premiére démonstration est
facile. On utilise simplement la caractérisation d’un sous-espace vectoriel, sans
oublier de mentionner que la somme est incluse dans E.

2. Démonstration de la deuxieéme propriété :
a) Dans le sens direct (=) :
i. Pour démontrer l'existence, on prend z € > }_, Fj, alors
Az, ..., xn) € [Tiy Fi tels que x = >0 xy.
ii. Pour démontrer 'unicité, supposons qu’il existe aussi (yi,...,yn) €
[T, Fy tels que x = Y-}, vk, alors >0 (xx — yx) = Op, alors Vk, x), —
yr = O, alors Vk,x; = yp (parce que la somme est directe), donc
Mxy, ..., z,) € [Tioq Fi tels que x = 3 7_, xy.
b) Dans le sens indirect (<= ) :
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5.2. Somme d'une famille finie de sous-espaces vectoriels

i. Soient (xy,...,x,) € [Th_y Fk tels que Y34z, = Op.
ii. Alors, par unicité de la décomposition, on a Vk, z,, = Op, donc > F
est directe.

|
B Définition 5.5.2.16
Soient E un K-ev. et Fy, ..., F), des sev. de E.
On dit que E est la somme directe de F7, ..., F, si B = @) _, F}, donc si et seulement
siVe € B, 3Nxq,...,x,) € 15y Fi tels que . = Y5, x.
(Il s’agit du cas particulier ot la somme de Fi, ..., F, est égale a E et que cette
somme est directe.)

® Propriété 5.5.2.22

Soient F un K-ev. et Fi,..., F, des sev. de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

2. Vi € ﬂl,n]],Fl N Zgzl Fk = {OE}

3. Vi€ [2,n], F;n il F, = {05}

Q Preuve
La démonstration se fait par raisonnement circulaire : (1) = (2) = (3) =
(2).
» Démonstration de la troisiéme implication : [(3) = (2)]
On va raisonner par absurde.
Supposons que 3i € [1,n] tel que x; # 0.
On pose S = {k € [1,n] tel que =} # 0}.
S est majorée.
Alors < S est non vide.
—> S admet une valeur maximale.
Posons s = max S, alors s € S et x5 # 0.
Ona )}z, =0g.

On décompose la somme }_)_; z; en trois parties :

n s—1 n

dore= D Tk + T+ D wp

=1 k=1 B’; k=s+1
N’ s N—  —
622;1 F, =0g

Alors : Y52 oy = —1,.
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5.3. Dimension de la somme de sous-espaces vectoriels

Donc z, € F,NY;_} I, et comme lintersection est réduite au vecteur nul {0z},

alors zs = Og, ce qui est absurde.
I ()

® Remarque 5.5.2.12

V1 <i#j<n,F;NF; ={0g} n’implique pas que Y_;_; Fr, = ®j_; Fi.

Par exemple, dans £ = R?, on pose I} =R (1,0), F, =R-(0,1) et F5 =R (1,1).
—— —— ——

=e1 =e2 —e
On a e; + e5 — e = 0, alors F; + F» + F3 n’est pas une somme directe, méme si

Fl N F2 = {OE}, F1 N Fg = {OE} et F2 N F3 = {OE}

Dimension de la somme de sous-espaces vectoriels

% Théoréme 5.5.3.5

Soient F un K-ev. et Fi,..., F, des sev. de E de dimension finie.
On pose V1 < i < n, B; est une base de F;.
Alors B = | B; est une base de @}_, Fy, et d%gm(@}j:l =2 dﬁ{m(FZ)

Q Preuve

Pour tout 1 <14 < n, on pose B; = (€ j)1<j<n,, avec n; = card (B), = dﬁ(m(FZ)

Soit x € @)_, Fi, alors 3(z1,...,x,) € [Tiy Fr tels que x = Y1 xy.

Et on a V1 < i < n,z; € F; = Vect(B;), alors 3!(\;j)1<j<n;, € K™ tels que z; =
Z?Ll Aij€ij-

Donc @ = 31 300 A jei s

Et donc B = (e;,7) 1<i<n est une famille génératrice de @j_, Fy. [ |
1<j<n;

® Remarque 5.5.3.13

La base B est appelée la base adaptée a la somme directe.

Et on écrit B "2 (Bi,...,B,) pour montrer que B est constituée de la réunion des
bases By,...,B,, aulieu de B = U}, B;.

A Attention
La notation B = (By, ..., B,) ne signifie pas que B est un n-uplet de bases, mais
plutot que B est constituée de la réunion des bases By, ..., B,. C’est la notation de

la base adaptée a la somme directe.
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5.3. Dimension de la somme de sous-espaces vectoriels

-> Conséquence 5.5.3.4

Si E est K-ev. et FY,..., F, sont des sev. de dimensions finies de E tels que F =
@}_, Fy, alors E est de dimension finie et d%m(E) == d%(m(FZ)

W Théoréme 5.5.3.6 (Lemme)

Tout sous-espace vectoriel R d’un K-ev. de dimension finie £ admet un supplémen-
taire dans F, c’est a dire que :

VF sev.de F,dG sev.de E,E=F & G

Q  Preuve

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On admettra que celui-ci est différent de {0z},
sinon £ = {0g} @ F et la propriété est vérifiée.
Montrons que JH sev. de E tel que Fd H = F.

» On sait que F est de dimension finie (parce que F est de dimension finie). On
pose p = d%{m(F) et on considere une base By = (ey,...,e,) de F.

» DB; est une famille libre de E, alors on peut compléter B; en une base B =
(€1,--,€p,€pt1,...,€y)de E, en posant n = d%(m(E) > p, en utilisant le théoreme
de la base incomplete (voir théoreme 3).

» On pose H = Vect(epi1,...,e,), alors H est un sev. de E.

» On adonc Ve e E (A, ..., \,) € K" tels que z = X7 | Ne;.

p n
» Alors z = Z)‘iei + Z \i€;.
i=1 i=p+1
—— ~—-
er €H

» Donc Ve € E,3l(y,2) € Fx Hx=y+z alors E=F & H.

W Théoréme 5.5.3.7 (Formule de Grassmann)

Soient F un K-ev. et F, G des sev. de FE de dimension finie.
Alors d%n(F +G) = d%gn(F) + d%én(G) — d%n(F NG).

Q Preuve
» On a F = Vect(By) et G = Vect(By), avec By et B, des bases de F' et G

respectivement.

» Donc F'+ G = Vect(By) + Vect(By) = Vect(By U By).
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5.3. Dimension de la somme de sous-espaces vectoriels

» Donc F' + G est de dimension finie.
» On a FNG est un sev. de I, avec F' de dimension finie.

» Alors, d’apres le lemme 6, F' N G admet un supplémentaire dans F', c’est a dire
que 3H sev. de F tel que F ' = (FNG) @ H.

» Montrons alors que FF'+ G =H & G.
> OnaGNH=GN(FNH)=(FNG)NH ={0g}, sachant que H C F. (1)
> Soit x € F'+ G, alors dJy € F,z € G tels que z =y + 2.

>O0ry € F = 3lz,h) € (FNG) x H tels que y = 2z + h, alors
r=h+(xn+z2),avech € Het z;+2z€G,alorsx € H+G. (2)

> De (1) et (2),ona F+G=Ha&G.
» Donc dkm(F—FG) = d'%m(H) +d'ﬁ<m(G), et d%gn(F) = dkm(FﬂG) —l—dkm(H), alors
d%ﬁm(F +G) = d%ﬁm(F) + d%@m(G) - diKm(F NG).

® Remarque 5.5.3.14

Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies d'un K-ev. F.
Si H est un supplémentaire de F' N G dans F', alors H est un supplémentaire de G
dans '+ G,ie.: F+G=H®G.

- Conséquence 5.5.3.5

Soient E un K-ev (de dimension finie) et I, G des sous-espaces vectoriels de E de
dimension finie.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. FE=F&od.
2{FﬂG:mﬂ
d%gm(E) = d%(m(F) + d%gm(G)

5 {E =F+G
d%gm(E) = d%gm(F) + d%gm(G)

Q Preuve

La démonstration se fait par raisonnement circulaire : (1) = (2) = (3) =
(1).

» La premiere implication [(1) = (2)] est facile & démontrer. On utilise simple-

ment la définition de la somme directe et la formule de Grassmann pour montrer
que FNG ={0g} et que d%(m(E) = d%ﬁm(F) + d%(m(G).
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5.3. Dimension de la somme de sous-espaces vectoriels

» Démonstration de la deuxiéme implication [(2) = (3)] :

> On sait que la dimension de F'+G est égale a d%{m(F)—l—d'ﬁ(m(G) —dgn(FﬂG),
or F'N G est réduit au singleton vecteur nul {Og}.
> Alors d%&m(F NG) =0, alors dkm(F +G) = d'ﬁ(m(F) + diKm(G) = d%n(E).
> Et on sait que F'+ G C E, alors = F + G.
» Démonstration de la troisieme implication [(3) = (1)] :
> On sait que F = F + G, donc d'ﬁgm(E) = d%ﬁm(F + Q).
> Clest-a-dire que d%n(E) = d%m(F) + d%{m(G) — d%gm(F N G), alors d%m(F N

G) =0, alors FNG = {0g} (c’est le seul sous-espace vectoriel de dimension
nulle), alors £ = F' & G.
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Hyperplans

B Définition 6.6.0.17 (Hyperplan)

Soient F un K-ev. et H un sev. de F.
On dit que H est un hyperplan de F lorsque Jda € E'\ {Og} tel que E = H &K - a.

1. H ={z € K" tel que >, z; = 0} est un hyperplan de K", sachant qu’on a
déja montré K" = H K - e;.

2. K,,_1[X] est un hyperplan de K,[X], sachant que K,[X] = K,;[X] & K- X"
(on peut le démontrer en utilisant la conséquence 5).

3. Soit E = C([a,b],C). On pose H = {f € E telle que [ f(z)dz = 0} et D =
[a,b)] — C
xr = 1
a E=H®C-1. En effet, on a déja montré que £ = H @ D (exercice 7).

® Propriété 6.6.0.23

Soient F un K-ev. et H un sev. de FE tel que H # E. Alors :
H est un hyperplande ¥ <— Vo E\ H E=H®K-b.

{f € E telle que f est constante}. Ona D =C -1 avec 1 : et on

Q Preuve

» Démonstration dans le sens indirect ( <= ) : En utilisant la définition.
» Démonstration de le sens direct (=) :
> H est un hyperplan de E, alors Ja € E\ {0g} tel que E = H K- a.
> Prenons b€ E \ H.
> Commebe FE=H®K-a.
> Alors 3!(h1, A1) € H x K tels que :

b:h1+)\1a

> Si Ay =0, alors b= h; € H, ce qui est absurde, alors A\; # 0.
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> Et on a, Vo € E,3!(hy, \2) € H x K tels que :

= ho + Aoa
=hy+ Ao A (b — hy)
= (hg — Ag - AT hy) + Ag - ALt

Donc E=H ®K-b.

Size HHNK-b, alors I\ € K tel que x = A\bet x € H.
Mais comme b ¢ H alors A = 0 alors x = 0.

Alors HNK-b={0g}, alors E = H & K- b. CQFD.

v Vv VvV V

® Propriété 6.6.0.24

Soient E un K-ev. et dIiKm(E) =n € N*, et H un sous-espace vectoriel de F.
H est un hyperplan de £ <= d'ﬁgm(H) =n— 1.

Q Preuve

» Dans le sens direct == la démonstration est facile et se fait en utilisant la
définition de ’hyperplan et la dimension d’une somme directe.

» Dans le sens indirect <= :
> On pose H un sous-espace vectoriel de E' de dimension n — 1.
> On sait que E = H @ F.

> Donc d%m(E) = d%m(H) —I—d%m(F).

—— ~——
=n =n—1

> Alors dkm(F) =1
> Donc da € E\ {0g} tel que FF =K a.
> Donc F = H @& K- a, alors H est un hyperplan de F.

A Attention

Il faut toujours s’assurer que I’hyperplan “candidat” est bel et bien un sev. de F,
avant de chercher a étudier sa dimension.
Par exemple, R"~! n’est pas un hyperplan de R”, méme si d%Rm(R”_l) =n—1, parce

que R"! n’est pas un sev. de R".

Fin du Chapitre XIV-A.
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